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RECHNEN MIT VEKTOREN

Die Aufgaben auf diesem Blatt sind einfache Rechnungen mit Vektoren. Sie sollen helfen, sich mit dem
Konzept von Vektoren vertraut zu machen.

[P1] Polarisationsformel
Verwenden Sie die binomischen Formeln, um das Skalarprodukt @ - b allein durch Langenquadrate ge-
eigneter Vektoren auszudriicken.

[P2] Geraden und Flichen
Geben Sie fiir die folgenden Sachverhalte Gleichungen an:

(a) Wie ist der Ortsvektor eines Massepunktes gegeben, der sich linear mit der Zeit bewegt?
(b) Welche Gleichung definiert die Punkte einer Fliche?

[P3] Nicht orthogonale Basis
Betrachten Sie den R? mit der Basis

1 1/V2 1/V3
er=(0], &=[1/V2]|, &=|1/V3
0 0 1/V3

(a) Berechnen Sie die Metrik g;; = €; - €} fiir diese Basis. Uberzeugen Sie sich, dass die Metrik nicht
degeneriert ist, dass also die Vektoren €; in der Tat linear unabhéngig sind.

(b) Welche Winkel schlieBen die Basisvektoren miteinander ein?

(c) Finden Sie die zugehorige kanonische Basis des Dualraums, also die linearen Abbildungen f? mit
Fi(e) = ot

(d) Betrachten Sie den Vektor « = €] + 2é5 + 3€3. Zu diesem Vektor gibt es ein zugehoriges Element
des Dualraums, namlich die lineare Abbildung v : @ — u(w) = @-w. Geben Sie die Komponenten
u; dieser linearen Abbildung beziiglich der Dualbasis f7 an, indem Sie verwenden, dass einerseits
u(€;) = uifi (&) = uiéij = u; ist, andererseits aber u(éj) = i - €; gilt. Hinweis: Am einfachsten
geht das, wenn Sie 4 in der Standardbasis angeben.

(e) Was ist der Offnungswinkel des Kreiskegels, der die kartesischen Koordinatenachsen enthilt?

[P4] Dreiecksungleichung
Betrachten Sie einen Vektorraum mit Orthonormalbasis €;, so dass also g;; = 0;; ist. In der Vorlesung

wurde der Winkel o zwischen zwei Vektoren @ und b iiber das Skalarprodukt definiert, ndmlich & - b=

\/7\/7COS Q.

(a) Machen Sie sich klar, dass dies eine sinnvolle Definition ist (dass also —1 < cosa < 1 ist), wenn
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
@-of* < |al®|bf?
erfiillt ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir |5 | = 0 offensichtlich erfiillt ist.

(c) Fiir |b| # 0 setzen Sie A = —@ - b/|b|? und betrachten Sie den Ausdruck |@ -+ Ab|?|b|2. Kénnen Sie
damit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigen?

(d) Zeigen Sie mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung die Dreiecksungleichung
@+ bl* < (al + [B])

Was bedeutet sie anschaulich?



